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IV. 


SOPRA ALCUNE CONDIZIONI CARATTERISTICHE 
DELLE FUNZIONI DI UNA VARIABILE COMPLESSA (*) 


« Annali di Matematica pura ed applicata », ser. 2, vol. XI, 1882, pp. 1-55. 


Nella presente Nota viene risoluto il problema della determinazione 
di funzioni di variabile complessa definite, sotto certe condizioni al contorno 
in campi finiti. Queste soluzioni portano alla integrazione della equazione 
differenziale A? 4 = o con date condizioni ai limiti, come è da prevedersi a 
causa del legame che passa fra i due problemi. È da notare come le formule 
trovate risolvono altrettante questioni di fisica relative alla distribuzione 
delle temperature e delle correnti galvaniche costanti. 


x 


E facile dimostrare che è sempre possibile costruire nell'interno di un 
circolo una ed una sola funzione di variabile complessa la quale verifichi le 
seguenti condizioni: 

I° si mantenga finita in ogni campo situato internamente al cer- 
chio in questione e in tutti i punti interni al cerchio sia monodroma e con- 
tinua; i 

2° al contorno la sua parte reale (oppure la sua parte immaginaria) 
assuma valori dati arbitrariamente, colla condizione che anche al contorno 
essa si mantenga sempre finita e continua, esclusi al più un numero finito 
di punti o un gruppo infinito di punti di prima specie; sarà per conseguenza 
necessario che i valori dati al contorno costituiscano una funzione finita e 
continua dell’arco del contorno, esclusi al più i punti singolari in questione; 

3° in questi punti singolari la funzione di variabile complessa possa 
essere discontinua e in vicinanza di essi possa anche crescere indefinitamente, 
colla condizione peraltro che in un intorno sufficientemente piccolo del 
punto d’infinito la parte reale (oppure la parte immaginaria) moltiplicata 
per una potenza, inferiore all’unità, della distanza dal punto d'infinito si 
mantenga sempre inferiore ad un numero finito; per conseguenza i valori 
dati al contorno dovranno costituire una funzione dell’arco, che diviene 
infinita soltanto in un numero finito di punti di ordine inferiore all'unità 
diminuita di un numero positivo; 


(*) Nel titolo di questo lavoro al nome dell’A. segue la qualifica di « ARTO della 
KR Scuola Normale Superiore di Pisa ». 
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4° in un punto qualunque del campo la sua parte immaginaria 
(oppure la sua parte reale) assuma un dato valore arbitrario. 

Ammetteremo come proprietà note le seguenti: Se la funzione f (0) 

definita fra o e 2 x, è atta alla integrazione, anche ridotta ai suoi valori 
assoluti, la funzione: i 


i SA, R2— 72 
li a 


in cui 7 e x sono le coordinate polari di un punto del piano, è finita con- 
tinua e verifica l'equazione differenziale An = o in ogni punto interno al 
cerchio di raggio R che ha il centro all’origine ed è continua nel punto del 
contorno di questo cerchio di coordinate R e 0, se la f (0) è continua nel 
punto 6, . 

Supposta l’esistenza di una funzione x finita e continua e che verifica 
l'equazione A°% = o in tutti i punti interni ad un cerchio, che diviene 
infinita di ordine inferiore ad un numero minore di I soltanto avvicinandosi 
ad un numero finito di punti del contorno ed è discontinua in un gruppo 
di punti di prima specie del contorno, mentre in tutti gli altri è finita e 
continua e assume dati valori, questa funzione è unica. 

Ciò premesso sia la funzione f (0) definita fra o e 2 x, infinita al più in 
un numero finito di punti di un ordine inferiore a y < 1 e discontinua al 
più in un gruppo di punti di prima specie. 

Consideriamo la funzione 


R? — 7? 


I 
AMO e 


e determiniamo il modo con cui si comporta avvicinandosi ad un punto di 
infinito (R , ax) del contorno. 

E evidentemente possibile determinare il numero s < 7/2 e minore 
anche del minimo arco che separa due punti di infinito in modo che: 


aj —e fax 
R2— 72 

E o o) 

o 01 +€ 
si mantenga inferiore in valore assoluto ad un numero finito M positivo per 
a, + E/2 > a > a, —e/2. 

Ora la funzione 
eh cos ua = F (7, al 


in cui p e œ sono le coordinate polari riferite al punto (R, a) come origine 
e al raggio che passa per questo punto come asse polare, è finita continua e 
verifica l'equazione A? F = o in tutti i punti del cerchio in questione e del 
contorno di esso, escluso il punto (R,a,) in cui diviene infinita di ordine y. 
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Per 0 entro l’intervallo (a, —- €, a: Lei 


f (0) 
F(R, 0) 


non supera in valore assoluto un numero finito positivo N; quindi in valore 
assoluto si ha: i 


ois 
a R2— 72 
M0 07% 
sf +e £0) F(R 0) R2 — 72 dO 
Fit F (R , 0) 7 R? + 72? — 2R 7 cos (0 — a) 
arte 


ii: de 


—2R7cos (0 — a) i 


<N/FR,0 7373 


Ora esiste evidentemente un numero finito positivo P tale che in valore 
assoluto si ha: 


[J+ J| (ER. dÉ F 


o Or +e 


Quindi se a, + e/2> «x > a, —e/2 in valore assoluto abbiamo: 


27 —2Rrcos(0—a) * * 


2 1 . 
M NP N R? — y? 
u(r, E e [FR 0 po d 
o 
Ma per i lemmi enunciati deve aversi: 


—2Rrcos (0— a) 


i EE? Be ya 
RIA e 


per conseguenza in valore assoluto: 


air, a) <M 4 +NE (7, a) 


o 
il che prova che nel punto (R,a,) la u (7,0%) è infinita di ordine non supe- 
riore a u. Ciò dimostra evidentemente il teorema enunciato da principio. 
Questo teorema si estende facilmente in molti casi a quei campi i quali 
ammettono una rappresentazione conforme nell’interno del cerchio. 


II. 
Per uno qualunque di tali campi è pure una condizione caratteristica di 


una funzione di' variabile complessa finita monodroma e continua in ogni 
‘punto interno al campo e al contorno pure sempre finita e continua (esclusi 
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al più un numero finito di punti nei quali essa diviene infinita, di un ordine 
inferiore ad 1/2 meno un numero positivo, rispetto alla inversa delle distanze 
dal punto d’infinito stesso, ed esclusi pure al più un gruppo di punti di prima 
specie nei quali essa può essere discontinua) la conoscenza in una porzione 
del contorno della sua parte reale e nella rimanente della sua parte imma- 
ginaria (, 

Supponiamo infatti che in tutti i punti interni ad un dato campo (che si 
può rappresentare conformemente in un circolo) le due funzioni di variabile 
complessa 


w= Sé kän o We Utd 


siano finite monodrome e continue. 

Ammettiamo che la x e la x, in una porzione del contorno (esclusi al più 
un numero finito o un gruppo di prima specie di punti) siano finite e continue 
ed assumano gli stessi valori; nella porzione rimanente del contorno la v e 
la v, (esclusi sempre un numero finito di punti o un gruppo di prima specie) 
siano finite continue e prendano gli stessi valori. 

Ammettiamo che se le w e w, divengono infinite lo siano in un numero 
finito di punti del contorno e moltiplicate per le distanze dai punti d’infinito 
elevate alla potenza 1/2 — u (u> 0) rimangano sempre finite e inferiori 
ad un numero dato. 

Consideriamo la funzione: 


We = (w —w,)? = (u — 4, — (v — vi) + 23 (u — u) (v — 0,) 


essa sarà finita monodroma e continua in tutti i punti nell'interno del campo; 
al contorno la sua parte immaginaria sarà (esclusi al più un numero finito o 
un gruppo di prima specie di punti) finita continua ed eguale a zero; inoltre 
diventerà infinita al più in un numero finito di punti del contorno di un 
ordine, rispetto alle inverse delle distanze da questi punti, inferiore all’unità 
diminuita di un numero positivo. Ne segue che w, non potrà essere che 
costante in tutto il campo e quindi come si vede subito eguale allo zero, 
Dunque in tutti i punti del campo sarà 


wW = Wi. 


(1) Da un esempio che dà il signor SCHWARZ, Zur Integration der partiellen Differential- 
i 9? u 9? y i ; n 
gleichung pes + KR = 0, « Journal f. reine u. angew. Math. », t. 74, 1872, p. 237, si vede 
subito che può costruirsi in un cerchio una funzione di variabile complessa non costante che 
in un dato punto abbia per la parte immaginaria un dato valore e abbia la parte reale nulla 
lungo tutto il contorno, purchè in, un punto di questo la funzione divenga infinita di 
edi il. d om , 
1° ordine. La funzione | pani $ e 4 ci offre l’esempio d’una funzione che ha in una 
porzione del contorno del circolo di raggio 1 la parte reale nulla, nella porzione rimanente 
nulla la parte immaginaria e diventa infinita soltanto nel punto 2 = 1 di ordine 1/2, mentre 
in tutti i punti interni si mantiene monodroma finita e continua. 
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Si vede facilmente che questa stessa proprietà sarebbe verificata qua- 
lunque fosse il campo (anche molteplicemente connesso) e comunque fossero 
le funzioni date al contorno, purchè si avesse che i moduli di w e w, si man- 
tenessero in tutto il campo sempre inferiori ad un numero finito e si avesse 
che la x e la v, si comportassero egualmente coll’avvicinarsi a tutti i punti 
di una porzione del contorno, e la v e la v, si comportassero pure egualmente 
avvicinandosi alla porzione rimanente del contorno. 


III, 


Ammessa l’esistenza di una funzione w = u + zv della variabile com- 
plessa z avente il modulo sempre inferiore ad un numero finito, monodroma e 
continua in tutti i punti di un campo semplicemente connesso S che suppor- 
remo per semplicità avere il contorno s costituito da un numero finito di 
pezzi di curve analitiche ©) e ammesso che la w possieda la derivata prima 
finita e generalmente continua anche al contorno di S, cerchiamo di deter- 
minare la w conoscendo in un pezzo A del contorno la v e nel pezzo B 
rimanente la v. 

Eseguiamo perciò la rappresentazione conforme del campo S sopra 
il quarto di piano € = E + #7 dalla parte delle & e y positive in modo che, (2 
essendo l’origine degli assi E e y, al pezzo del contorno A corrisponda l’asse 
well e al pezzo B l’asse LU, Questa rappresentazione conforme si ese- 
guisca mediante la funzione di variabile complessa 


E = (2) 


che è in tutti i punti del campo delle z monodroma finita e continua e di cui 
linversa 
z=2(Q 


è pure in tutti i punti del quarto di piano monodroma finita e continua e al 
contorno possiede una derivata finita e generalmente continua. 
Della funzione 


w [2 ©] 


definita come funzione monodroma finita e continua in tutti i punti del quarto 
di piano % e che ammette al contorno una derivata finita e generalmente 
continua si conosce il valore della parte reale 


u [s (9)] 


lungo l’asse delle y, e il valore della parte immaginaria 


v [s 6] 


(2) Vedi SCHWARZ, Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung 
9? y 2? y 
ze "Se"? 


gp vorgeschriebenen Grenz-und Unstetigheitsbedingungen. «Monatsberichte der K. Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin », October 1870. 
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lungo l’asse delle E: conosciamo quindi al contorno, lungo l’asse delle y: 


du du ds 
IN ds dn 
e lungo l’asse delle &; 
cv du dv ds 
¿dl ade AA 


Ma 34/èn è la parte reale della funzione di variabile complessa 


. dw du +. dëi 

‘Rn 
quindi conosciamo di questa funzione il valore della parte reale lungo il con- 
torno del quarto di piano, dato come funzione generalmente continua del- 
l’arco del contorno stesso. Poichè ora si sa eseguire la rappresentazione con- 
forme del quarto di piano nel circolo, potremo determinare il valore di 
í dw|dt in ogni punto del quarto di piano a meno di una costante additiva. 
Il valore di questa costante dovrà scegliersi in modo che 74w/4% si annulli 
nel punto {= co perchè abbiamo supposto che la w sia sempre finita. Deter- 
minato così il dw/4% si otterrà con una quadratura il w (€) e quindi la funzione 
richiesta w [Y Ge, 


IV. 


Applichiamo questo metodo al caso in cui il campo S sia un circolo di 
raggio 1. Per potere applicare il metodo generale che è stato indicato, alle 
funzioni date x e v dovremo imporre le seguenti condizioni: 

1° che esista una funzione di variabile complessa che verifica alle 
condizioni volute al contorno e nell’interno del cerchio; 

2° che le due funzioni date al contorno siano continue ed ammettano 
rispetto all'arco del contorno una derivata finita e generalmente continua. 

Risolveremo il problema sotto queste due ipotesi; però trovata la for- 
mula risolutiva determineremo direttamente le proprietà della funzione di 
variabile complessa che risulta senza fare alcuna ipotesi sopra i valori dati 
di x e div e così verranno a togliersi la maggior parte delle condizioni imposte 
alle x e alle o stesse. 

La formula che dà la rappresentazione conforme del circolo di raggio 1 
situato nel piano delle z sul mezzo piano situato dalla parte delle Y positive 


nel piano delle Z è 
WEA 


ZS = DH 
Z — Zo 


in cui Z, e Z, sono valori complessi coniugati e avendosi 


Kä e Xo + tV, 


O- 


Yew O €) 


(3) Vedi CHRISTOFFEL, Sul problema delle temperature stazionarie e la rappresentazione 
di una superficie. « Annali di Matematica », ser. II, t. 1, p. 94. 
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La rappresentazione conforme del mezzo piano delle Z sul quarto di piano 
delle % situato dalla parte delle È e y positive viene data da 


č =Z, 


224 Ze 
ISS 
per la rappresentazione conforme del circolo sul quarto di piano. 

Sia 0 = AB l’arco del circolo nei punti del quale è conosciuta la x, 
prendiamo per asse delle x la congiungente il centro col punto estremo A, 
(Parco AB essendo contato in senso positivo); siano p e © le coordinate 
polari di un punto del piano del circolo quando si prenda per origine il centro 
del circolo e l’asse x per asse polare. Pel modo col quale deve farsi nel nostro 
caso la rappresentazione conforme del circolo sul quarto di piano, le Z, =e* 
e Z, =e"** si determineranno mediante la relazione: 


quindi si ha: 


e Zi — Zo. = O, 
donde: 


Se ne deduce che al punto del contorno del circolo z = e?” corrisponde il 
valore di E: 


quindi per z = e e œw <0 si ha: 


[sen (232) SE 
¿ =0, ge" (fn i 


sen 2 ue! 


per z =e% ero > H si ha: 


CES 
si sen( > ) 


Ki 
sen — 
"28 


Di qui si deduce inversamente che per % = ¿n, 


H 
sen —- 
j 2 
¿| 2arco tang — 
2 H 
n°+cos eh 


ZS zë ) 
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E 0 
sen e 
î | arco tang —— 
0 2 
cos — — E 
2z=e È 


Della w (2), conosciamo u (w) per w <0 e v (©) per w> 0 quindi della 
w[z(€)] conosciamo lungo l’asse y la parte reale 


e per së E, 


0 

sen — 

u | 2 arco tang 6 
n? + cos Es 


e lungo l’asse Z il coefficiente della parte immaginaria 
0 
Seni 


v | 2 arco tang ——— 
coi tr Bo 


, 


quindi lungo l’asse delle y : 


de Sem Sn 
—- = — 4% | 2 arco tang —— | 
d 0 0 0 y 
n 2 + cos — J sen? — + (n? + 
n ER CAR AE 


e lungo l’asse delle È 


st 0. 
Bn, eg 4v' | 2arco tang td Leet WC? 
EE va "EN IA, 
tati ota 
Poniamo 
. du 
Lg Vi (O 
e consideriamo la funzione 
w: [E (2)]. 
Il valore della parte reale x, di questa funzione al contorno del circolo 
sarà: 
per w <0 
0— o 
i sen( 4 ] sens — 
u, (6) = — 44 (0) 
sen? — 
e per oz H 
o —0 
sen | 3 ) sen3 — 
“iris; 
sen? — 
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quindi essendo ¿ un punto interno al circolo: 


0—-% O 
9 sen ( 2 Jsen È 


e, eil fe th e GE do 


2 
$ sen? — 


onde: 
dw sta i TER 2 sen? > cio +2 cio + 1 
(erg Lal — 2 fu Ki DCK GH CH Se We 
o e 2 
¡Es A 
a sen (2) seno E ken 2 i 
2 e em +2 eo + I 
Ga mi ia A TAR EE Set) do. 
o sen 
a? 
Ma si ha: 
l (3 Geh 
Jee ¿sen Ze 4 
dz Ve —e0) (¿— 1)3' 
quindi 
0 
du ` 2 ; — % ¿[01.9 (40423 Tt) I 
de sl (0) | sen ( )sen (Cie 4 (EE gent Wald) as) du 
2 + y o — Di 30 30 (ao +2 eo +1 I 
mo, sen | = leen i ir n 


6 ës y fuse i Ri: fa RI) n TE PT, 
ST E roi +11 cio —1 a af pra | cio — 1 
T 


— I 
=—|x ai (&)l Ge — do 
i pe si pp T Sek ) °g pe eio — gid Ss 
5 fi cio — 1 vi ressa (epr 
2 
(4) SCHWARZ, Ueber die Integration der partiellen Diferentialgleichung - Se + Sd = 


fúr die Fláche eines Kreises, XV Jahrgange der Vierteljahrsschrift der Naturforschenden 
Gesellschaft in Ziirich, p. 123. 
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in cui C, è una costante. Eseguendo una integrazione per parti si trova, C, 
essendo una costante, 


H (2-5 
Si MAME fu (0) A nina Li 
n o (z — eo) EK )sen È 
Vie — if (2 — 1) pe GES St 
A aaa de +C, +C, 


In ordine a quello che abbiamo detto sopra, studiamo, senza occuparci 
del modo con cui siamo giunti a determinarla, le proprietà della funzione 
della variabile complessa z: 


SA 
w (2) = Song ica E oR RO AE aa du 
o (0 — eu J/sen leen 
zw, gh 
SR Katz 


-+ 


EE y, a) = 


9 ANE mos e 3 


in cui f (w) e f, (©) sono funzioni reali della variabile reale œ, finite e atte 


alla integrazione. Per valore della espressione Vis — ei" (z — 1), fisseremo 


quello definito dalla relazione 


eege am +2 on Den È. Ga EE 


Sec 

Si riconosce subito che la w è una funzione finita monodroma e con- 
tinua in tutti i punti interni al cerchio di raggio 1, e che almeno quando la 
f e la f, sono continue ed hanno la derivata finita e atta alla integrazione, 
verifica certamente alla condizione di mantenersi finita anche avvicinandosi 
ai punti del contorno. 

Per vedere le proprietà della funzione w quando la z si avvicina al con- 
torno del circolo ci serviremo di un teorema del sig. Du BoIs-REYMOND %) 
relativo agli integrali definiti che sono atti a rappresentare analiticamente 
una funzione (ô). 


(5) Vedi Du BoIs-REYMOND, « Journal f. reine u. angew. Math.», vol. 79, 1875, 
pp. 38-66, e prof. ULISSE DINI, Serie di Fourier ed altre rappresentazioni analitiche di una 
funzione di variabile reale, p. 41. 

(6) Faccio notare che il metodo che verrà ora adoperato potrebbe servire utilmente 
anche in altre analoghe verificazioni di proprietà ai limiti di funzioni note. 
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59 
Chiamiamo rispettivamente con R (A) e I(A) la parte reale e il coef- 
ficiente della parte immaginaria del numero complesso A. Avremo ponendo 


z = rea 


(Fr) 
che: 


Ù ai d (r—1) cos(È si 2) 
z — elo WE 


7? + 1—27 cos (a — 0)” 


quindi: 
RION 
sl? 


du 


z — elo 


EE 
2 17 sen| ————— 
= Larco tan ia 

Vr praga 


Ne segue che supponendo 


si ottiene: 


lim R 


r=1 


e per conseguenza: 


03 ¿ht al 
limR | | Ge id, = 


se ©, € œ, sono ambedue maggiori oppure ambedue minori di a 
Inoltre si ha che 


e 


D x 
(7 — I) cos (E e? 5) 
2 2 


7? + I—-27 cos (w — a) 


si mantiene sempre negativo finchè si ha in valore assoluto 
O —a< T. 


Di qui si deduce immediatamente supponendo 0 > x > O e supponendo 
inoltre che nel punto « la f (©) non abbia discontinuità di seconda specie 


lim R (AA ersch i RAD e O). 
st o sen (2) sen ©. año á |/sen 2 sen E 
2 2 2 2 
Di più si ha in valore assoluto 
i 0 i ds) 
I ee de <M,log (1—7) +M, 
sen sen —- 
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essendo M e M, numeri finiti, e: 


er (Pisi EN te ii paca” ainda 
lim SECO) abi 2 = 2 |sen LZ Eben 2. 


r=1 de +1) 
e 


quindi avremo per 


fr ai>0 
che: 
O "sien dee, 
lim R| — VEE Ao) —— des | ARO 
ret q S / 0— o Ei 2 
o (4 —eio)| sen sen 


Analogamente si trova supponendo 27 > a > 0: 


deg 
lim R [rs See, 


Aë (6 — eto) J/sen * RE E 
2 2 


` y 
O PARA 
] ? (z — elo) E k de 2) sen S 


2 


in valore assoluto, M, essendo un numero finito, e poichè in questo caso 


.Ve—e0)(=1) _ ul o —0 x 
sagra dd A Ai 5 SE 
così sarà: 
(2 
Nd SAPERI TI IS TIR S \ 2 4 
WE lie ef ESISTE do ==0) 
(2— eto) q Le e 
2 
per Ree ee ah 
E e 4. 2 0081 Ma: 
limo]: felacion 
Se 0 (2 — eto) ne sen © ? sen 2 
e 
AS == dio] <M, 
d (z — eto) se Y Seh > 


in valore assoluto, M, essendo un numero finito; quindi: 


Gigli Mic, MN re) 
lim R |==) Ga) ta) Pa 0. 
we (z — eto) |/ sen 
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Se 27 > a> ð e a non è un punto di discontinuità di seconda specie della 
v (wm) si trova: 


sta ò (z— eo) Ja A 7 | Pd aa EN = 
Ea ica 
I $ qa (0) — === de <Mylog (1 — 7)+M, 
È (z — ei ai y sen —— sen > 


in valore assoluto, M, e M, essendo finiti, e siccome 


lim a a i aN 'J/sen (= Ae sen = sa 


così sarà: 


Jal - ACA A Ci 
WE IR bt Di 2 
(z — eo) z e 


La w (2) data dalla (1) è dunque una funzione che in ogni porzione tutta 
interna al circolo che si considera si mantiene sempre finita monodroma 
e continua; avvicinandosi ai punti (R , «) dell’arco D del contorno nei quali 
la f (©) non ha discontinuità di seconda specie (gli estremi esclusi) secondo i 
raggi vettori che vanno ai punti stessi, la parte reale della funzione w (£) 
tende verso la media dei valori del limite a destra e di quello a sinistra 
dei valori della v (w) nel punto g; avvicinandosi ai punti (R , «,) della por- 
zione rimanente del contorno nei quali non si hanno discontinuità di seconda 
specie per la f, (w) (gli estremi esclusi), sempre nella direzione dei raggi, il 
coefficiente della parte immaginaria di w (ei tende verso la media del limite 
a destra e di quello a sinistra dei valori della f, (©) nel punto æ. 

Si riconosce dunque così il modo di comportarsi della w (2) in tutti i 
punti del contorno, esclusi quelli in cui la f (%) o la f, (0) hanno discontinuità 
di seconda specie e gli estremi dell’arco 0. 

Si noti ora, come può verificarsi applicando le considerazioni prece- 
denti, che in tutti i punti dell’intervallo (A, u) interno all’altro (A, , Hei 
(0> E Ae > 0) in cui la f (©) si mantiene sempre continua, la parte reale 
della w (2), avvicinandosi la z ai punti del contorno lungo la normale, tende 
con continuità ed in egual grado verso i valori della f (w). Se ne conclude che 
la parte reale della w (2) è continua assolutamente nei punti gn (u> a >A) 
del contorno. Una analoga proprietà si ha per la parte immaginaria della 
w (2). Si ha dunque che, quando la f (w) e la f, (w) sono continue ed ammet- 
tono la derivata finita e atta alla integrazione, può dirsi che la w (2) data 


lim I| 16 1) | > (o) 


r= 
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dalla (1) è l’unica funzione che si mantenga finita e abbia la parte reale e la 
parte immaginaria che prendano al contorno con continuità, rispettivamente 
i valori f (w) et (è), Puna fra o e 0, l’altra fra 0 e 2. 


Kai 
Consideriamo ora la funzione: 
| EN D IT i 29 <) 
AS A 2 4 
o (z — eo) |/ sen E den 2 

I g— 1 elo — I : 

2 f ® (w) "Zu io + a 
| | E 


in cui f (w) e p (w) sono funzioni reali dell'argomento reale œ finite e atte 
alla integrazione, e C è una costante reale. I valori dei radicali saranno 
fissati per mezzo della stessa relazione che ha servito allo stesso scopo nel 
paragrafo precedente. 

La w, (2) è sempre finita monodroma e continua in ogni punto interno 
al cerchio di raggio 1. 

Poichè si ha identicamente: 


I GG DE go — 1 

E (w) log fa ST RIA 

ji Tali Joes: 
a ME — 0) (1) (1 j (©) do) e E (0) da 
aj o. o y (z — elo) Han -= sen È o ¡ 


si vede che la parte reale della w, (2) coll'avvicinarsi della z = ref ad un 
punto del contorno (1,a,),9> «> 0 [la f (w) non avendo discontinuità 
di seconda specie nel punto ol tende verso 
f(a: +9) FJ (a: — 0) F 
2 


Ora, il campo di variabilità della z può evidentemente essere esteso oltre 
il circolo di raggio 1 senza che la funzione 


Eech 4 
Wa (2) pr fera, calo ed aio ei e 
yy o (2 — elo) E de 
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cessi di mantenersi finita monodroma e continua in tutti i punti interni al 
campo, purchè seguiti ad essere un pezzo del contorno di esso l’arco (0, 0) 
del circolo di raggio 1; si ha quindi, poichè la w,(z) è reale nei punti dell'arco 
(0, 2 x) del circolo di raggio 1, per 2r>a>Q@ 


WE Ke Wén 


Ma per r< 1: 


ade y a ea y i 


ori. orlr 


è 1 ES 1 I e i 
== ==) p (o) |sen + (o —0) DER" ei ES 


e si ha, essendo 27> a > 0, Da © (w) non avendo discontinuità di seconda 
specie nel punto a] 


2% (pa 
SE IAE W N T EREEREER ` 
lim d leo) }/sen e (w bic Tra 0) sen- 0 To O 


=— [p (a + 0) + e (a — o)] /sen -+ (a —0) sen — a; 


al ® (©) sent (w —0) sen o ie do 
è 


"i 


< Plog (1—»” +0 


in valore assoluto, Pe Q essendo numeri finiti, e finalmente: 


e I 
A A A a a RE 


7=1 Va— e (¿— 1) —24|/sen (a —0) sena 
per conseguenza essendo 27 > a > H 
lim © {R [ro, Geff = lim È {R[w,(a}= LEFA FICA, 


Si ha dunque, come facilmente si poteva prevedere, che la formula (2) ci 
dà una soluzione del problema di determinare una funzione di variabile 
complessa finita monodroma e continua in tutti i punti interni ad un cer- 
chio, di cui è noto il valore della parte reale in una porzione del contorno 
e nell’altra è noto il valore della derivata rispetto alla normale al contorno 
della parte reale. 

Col separare la parte reale dalla parte immaginaria nella (2) si ottiene la 
soluzione del ‘problema di determinare una funzione U di due variabili 
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reali finita monodroma e continua in tutti i punti interni ad un cerchio, che 
verifica l'equazione differenziale: 


A H Set 


quando si conosca in una porzione del contorno il valore della funzione e 
nella porzione rimanente il valore della sua derivata rispetto alla normale 
al contorno. 

Col fare nella (2)09 = 2 m si trovano le note formule della teoria della 
integrazione della equazione A? U = o 0”, 


VII. 


La formula trovata (1) ci fornisce immediatamente per analogia la solu- 
zione di un problema più generale di quello risoluto. 

Suppongasi che di una funzione della variabile complessa z, definita 
come funzione finita monodroma e continua in tutti i punti di un circolo 
di raggio 1 si conosca il valore della parte reale x data come funzione del- 
Parco œ del contorno dal punto o al punto 6,, il valore del coefficiente v della 
parte immaginaria dal punto D. al punto 0,, quello della parte reale dal 
punto 6, al punto 0,, ecc. Finalmente quello del coefficiente della parte imma- 
ginaria dal punto 0,,_; al punto 2 x; si tratta di determinare la funzione 
di variabile complessa ©. 

Consideriamo la funzione: 


w (z) = 
SE as) PE 


sen 


2p+1 


EPT A E Au 2 | DIU ARA ep 
AV Ca l an, 3 | a e ta a 
l; GE II see) 


\ EI 


02 +2 


R 12% 
SE un A e: e la Ge Lis d sent: 2 
— | ga toi AA de 


da p+r (440) ¡MS sen ZE 


(7) Vedi SCHWARZ, terza opera citata. 

(*) La formula (3) del testo è stata rettificata, tenendo conto di correzioni autografe 
dell'A. Va rilevato che, in questo paragrafo, A. non considera alcuna limitazione delor- 
dine delle singolarità che w (z) può presentare sul contorno del cerchio. D’altra parte non 
esamina il comportamento della funzione w (z) nell'intorno dei punti 0,. Quando si limita 
l’ordine di queste singolarità (per esempio, come al principio del paragrafo II, per ottenere 
il teorema di unicità) il problema posto (per Æ > 1) non ammette, in generale, soluzioni, 
in quanto le x e le v non possono essere scelte ad arbitrio. Ciò è stato notato da H, A. 
SCHWARZ nella sua recensione di questa Memoria (« J. ü. Fortschritte der Math. », vol. XV, 
1883). A. SIGNORINI ha trattato completamente la questione ed ha ottenuto le relazioni, 
cui devono soddisfare le v e le v date. Cfr. «Ann. di Mat. », ser. 3, vol. XXV, 1916, p. 253- 
{N.d.R.]. i 
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in cui 0¿=0,0,¿=2 m , ua (w) è una funzione definita fra 0,, e 0,,4: atta alla 

integrazione e v¿(w) è una funzione definita fra 0,,,, e 0,,4, pure atta alla 
2% 

integrazione. Per valore della espressione Ve coole —.**) fisseremo quello 

I 


definito dalla relazione 


Veier]; a= t2 iiet k SE? CH (0, >a>o). 


La w (z) è una funzione di z monodroma finita e continua in ogni por- 
zione tutta interna al circolo di raggio 1; vediamo come si comporta al con- 
torno. i 
Si ha analogamente a quanto venne trovato precedentemente suppo- 
nendo s = ref“ (r < 1) 

1 
I 27> sen — (0 —a) 


| EN D > (0+a) 
R | | rd =r ? arco tang 


o ar 


FEA 
(94 
e quindi se H > a > 0” 
. I n E 

Di i 7 (o+a) 4 web Se (0-40) ] 
d e d WS T 
lim R J ——— du | = limR | — do gh o 
Fai seg gs0 rag gar. ero 2 


e per conseguenza se 0”” e 8!" sono ambedue minori o ambedue maggiori di « 


as è = om Loi 
e A 
lim R lat A 9 


z— elo 
r=1 y 


Di più è da osservare che 


e 
2 — elo 


| i R Gel (7 — 1) cos = Lo — a) 
R 


SSES SESCH 


espressione che in valore assoluto, se œ — a < x, è sempre negativa. 
sa . . D x 
Ciò premesso si ha subito, poichè: 


2% RA 
II. sen ( - SE 
per © compreso fra 0,, e Dann che: 
tasti n, (ojsenž— 2 FI (e Lei 
lim R Í == + È Ze GA > A (o — ©) sept: 3 
rai s sere 
dÉ In sen (> 2 >) ES sen (2 >) 


un 
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se il punto g è compreso fra 0,, e 0, +: (gli estremi esclusi) e non è un punto 
di discontinuità di seconda specie per la funzione zs (w), mentre 


6 10 ¿(0+0) 


2841 y, (©) sené— Ger 


r=] 


se il punto x non è compreso nell'intervallo (0,4 ,0,p»,,) né coincide cogli 
estremi di questo. 
Si ha inoltre in valore assoluto: 


¿1 0 Gär 
Pr, 


22+1 u, (0) sen 
IIsen 
Sa e Ta essendo numeri positivi finiti per tutti i valori di « diversi da 0,, e 


0.3: qualunque sia il valore di 7. 
Ora se a è compreso in un intervallo della forma (0,9 , 0,741), si ha 


2% 
| (— 1) [ [ (z— ets) 2% 

1 0, — a 
Tre ER =(— 1)? Si II sen E), 


REA ¡(Las 25,0) : 


dÉ 


mentre se x è compreso in un intervallo della forma (0,74, Bail si ha 


invece 
2k 
| Geet 
lim ——___=—î(-1)2* Y —1Hsen (23 u ek 
KI qe vi ZE SS os) pe 
e 


Ne segue che: 


02541 (—1)2[? (2—-1)} 7? 2, (ajsan > ie: DE d 


Së us (a + 0) + up (a — O) 
2 


ba Ri an loft 


r=1 


se x è compreso nell'intervallo (0,4, 0,++,) (gli estremi esclusi) e non è un 
punto di discontinuità di seconda specie per la 4 (w); 


I r24 
02541 (—1)2 li), (e) sen E—1 > Ang di 
eg senile) yiee TAR a o 
IIsen("7°) 
de I 2 
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se x è un punto dell’intervallo (O, RTE Y ZP; € 


A 


0 


2P+1 (—1)8 [¿(1—2].7* up (00) sen*—* > ¡(Zo Zil 


2h I 
| lim I tas Vcl (z — e"s) SOE e e NA So du =0 
vi sen KS 


res 10) 
025 


se x è un punto dell'intervallo (0,94, , 02942) (9 2, esclusi i punti 0,, e 0.54,). 
Analogamente si trova poichè: 


2k Do 
emeng II, sen 2 


per + compreso fra Ha e 0,542, che: 


2)>0, 


y lim R SG do | = — Ai vi (ato) tvs (a—0) sen?! So 


y] y i z — go 2 0, pati 2 
TE Vetta CN z SZ PE Sei 


se a è compreso fra 0,4; e 0,4, (gli estremi esclusi) e non è un punto di 
discontinuità di seconda specie per la funzione ze (©), mentre 


4 Gë 
d ea vs (œ) sen*—* > Magie 


R 
02 p+2 vs (0) sent! È. i> (0+a) 
ear) 


Y=1I 


e 
=== ———— das |= O 


0 — oj Zem 
82 p+r VB ) 


se a è un punto esterno all'intervallo (0,54, 0254+42) e non coincide cogli 
estremi di questo. Di più si ha in valore assoluto 


8a p+2 vp lo) sen? — 3 o ino +a) 
Kaner alnan. Arry e 
A Io el ES log (op T, 
ES sen 


O, PL) 2 cio 


TE 


Sa e T, essendo numeri finiti positivi per qualunque valore di 7, essendo a 
differente da 0254: e Dan, Ne segue che: 


Ir SN 
Ca 5 bapta (= raji E E enzel 
gl TT lie A 
I È D sen(* >) EA 
2 P+1 ata 


— fale +0) + vs (4 —0) 
2 


së 


se il punto a è compreso fra D e Daa (questi due valori esclusi) e aa (6) 
non ha discontinuità di seconda specie nel punto o: 


I pr 
== dvd is A 
age Geff — op osent H. e Y, 0) 


E DIL ty) E A al i E 
jal ES dedi 
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per o compreso in un intervallo (0,94: 0274») IED; 


WE: 1 28 
Teca, a, 


pa pra E a mi i 44 


Vert) IL e) (ee) Il ——_—_———_—i-__11 do |=0 


) Z — e; 


0, — 
pri — Dan A 


per x compreso in un intervallo (0,5, Ha) il punto a essendo però diffe- 
rente dagli estremi. 

Abbiamo dunque che la w (2) gode della proprietà che avvicinandosi il 
punto z lungo la normale al contorno ad un punto di questo appartenente 
ad un arco (0,5, Ha) (gli estremi esclusi) tale che la funzione us (©) in 
quel punto non abbia discontinuità di seconda specie, la parte reale della 
w (z) tende con continuità verso la media del limite a destra e del limite 
a sinistra dei valori della ze (@) in quel punto, mentre avvicinandosi il 
punto z, sempre lungo la normale al contorno, ad un punto di questo 
appartenente all’arco (0z5+:, Daniel (gli estremi esclusi) tale che la vs (w) 
non abbia in quel punto discontinuità di seconda specie, il coefficiente 
della parte immaginaria della w (z) tende con continuità verso la media 
del limite a destra e del limite a sinistra dei valori della ze (©) in quel 
punto. 


MITI. 


Dalle formole trovate si possono dedurre subito le soluzioni dei pro- 
blemi analoghi a quelli ora risoluti per il cerchio, nel caso generale di aree 
piane semplicemente connesse di cui si conosce la rappresentazione con- 
forme nel cerchio. Alla conoscenza di questa rappresentazione può sosti- 
tuirsi, come è noto, quella di una funzione reale, monodroma e continua 
che si annulla al contorno, in un punto interno qualunque diviene infinita 
di ordine logaritmico rispetto allè distanze da questo punto, mentre in tutti 
gli altri si mantiene finita, e verifica di più l'equazione A? = o ®. La deter- 
minazione di questa funzione corrisponde. a quella della funzione di 
GREEN (% per un punto qualunque del campo. 

Se per un dato campo S nel piano € = € + 2, la funzione di GREEN 


-di un certo punto P corrispondente al valore €, di € è u (E, x), e 


u, (E, n) = u (E , n) — log [E — EY + (1— EN 


e u, (E, n) +20, (E, n) è una funzione monodroma finita e continua della Y in 
tutti i punti interni del campo che si ottiene aggiungendo al contorno o di 
S una linea situata tutta internamente a questo campo che non taglia sè 


(8) Vedi RIEMANN, Dissertazione inaugurale. « Annali di Matematica », ser. I, t. 2, 


p. 353 e la seconda Memoria già citata di SCHWARZ, p. 787. 
z 7 d 02 22 
(9) Vedi C. NEUMANN, /ntegration der partiellen Differentialgleichung eg + E =0. 
« Journal f. reine u. angew. Math. », vol. 59, 1861, pp. 335-366. 
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stessa ed unisce P con un punto di o, si otterranno subito per il campo S 
le soluzioni dei problemi analoghi a quelli risoluti nel caso del cerchio sosti- 
tuendo nelle formole (1), (2), (3) in luogo di 2 


F (9) = eni (E, n) +i: (E, n) 


e [€ (0), n (0)] invece di w, intendendo con È (6) e n (o) i valori dig e y 
nel punto e del contorno di S. 


IX. 


Con un metodo analogo a quello adoperato per risolvere il primo pro- 
blema propostoci potrebbe risolversi il seguente: 

Determinare una funzione w = x + ¿v della variabile complessa z, 
monodroma finita e continua in tutti i punti di un cerchio di raggio 1 (il 
contorno incluso) e che nei punti dell’arco (0, , Da) del contorno verifichi 
alla condizione 


A, zi (0) + B, v (0) = F, (0), (P=1,2,:-+,2) 


supponendo la circonferenza del cerchio divisa in x parti, essendo A, e B; 
numeri reali variabili con p soltanto e F, (0) una funzione reale finita, con- 
tinua, avente la derivata finita e continua ©, 

Eseguiamo perciò la rappresentazione conforme (il che può sempre farsi 
quando si supponga x > 2) del cerchio nel piano 2, entro un poligono chiuso 
ad un solo strato e semplicemente connesso nel piano % in modo che all’arco 
(Os , Op, ,) corrisponda un lato del poligono avente per equazione 


Az E + Bin = cost 09, 
2=2 (9) 


la funzione che dá questa rappresentazione conforme; poniamo: 
w [z (O) = w: (€) = + ivr. 


L’arco 6 del contorno del cerchio può considerarsi come una funzione 
del corrispondente contorno s del poligono; determiniamo il valore di 


d Fs [0 (s)] 
ds 


Sia 


per i valori sy di s corrispondenti ai punti del lato p*"" del poligono (gli 
estremi esclusi). 


(*) Anche qui PA. ha tralasciato lo studio delle singolarità che w può presentare sulla 
circonferenza. Conviene anche notare che, nell’analisi che segue, intervengono soltanto le 
derivate delle condizioni poste 

| As u (0) + Bz v (0) = Fs (0). 

Per tornare, dunque, al problema iniziale + necessaria una discussione, che del resto 

non è molto difficile. [N.d.R.]. 


(10) Vedi DINI, Sulla rappresentazione geografica di una superficie su di un’altra. 
«Annali di Matematica », ser. EL vt: 8; 
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Avremo: 
dF,[9 (ss)] _ du [0 (sp)] dv ID (sp)] 
AUREA Pegi As dsp Lëns, > PANI 
Ora: 
GULO end L. Daae Ao 200 A 
ds; ET AR dn dsp’ 
diti) L n 2 Ze dn _ — Ser E y De dn 
dsp dÉ ds dm dra dm dss E d e 
E NT. + Bs 
dra Lë 2 4 
Vas, + B? 
E Lol + As 
dn NEE 
VA? + B? 
onde 
dF;s [9 (sp)] sbk 2 ETA 
dsp Së VA; + Bp mo 


Si ha dunque che la parte reale della funzione di variabile complessa 


è dw: A 
ig: (€) 
al contorno del poligono (i vertici esclusi) è data da 
Fi dFs[0(s)l __ Fi dF(0) 40(5) 
2 2 ds Wer 2 2 dô ds 4 
VA; + B, P VA; e i 


e nei vertici se diviene infinita è di ordine inferiore ad un numero minore di 
uno. Ne segue che la parte reale della funzione w, [Ķ (2)] nei punti interni 
all’arco (Da, Da) del contorno del circolo è: 

Ti dFs(0) 1 

2 2 dô dsp 

pae | 

e se in qualche punto del contorno diviene infinita, è di ordine inferiore ad 
un numero minore dell’unità, quindi per mezzo di note formule si può deter- 
minare in tutti i punti interni al circolo il valore di 


w D Gel "ZS 
dz 


e per conseguenza mediante una quadratura quello di w. 


X. 


Non starò a sviluppare la soluzione del problema col metodo precedente, 
perchè ne darò ora un altro per mezzo del quale si risolve un problema più 
generale, cioè di determinare quali sono le funzioni 


w(2)=u+ iv 


che nell’interno di un dato campo si mantengono sempre monodrome, finite e 
continue ed avvicinandosi ad un punto qualunque s del contorno (escluso al 
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più un gruppo di punti di prima specie oe, Gs cx) lungo la normale al 
contorno in quel punto, sono tali che 


MOKE AOK 


tende con continuità verso un limite O (s). Le funzioni f (s) e @ (s) sono reali, 
finite e continue, colle derivate prime e seconde determinate, atte alla integra- 
zione ed inferiori ad un numero finito in tutti i punti, escluso un numero 
finito di punti; ammetteremo inoltre che f(s) e q (s) non siano mai zero 
contemporaneamente e se s, è un punto [o (s, , s,) è un tratto] in cui la ọ (s) 
si annulla; la ọ (s) non cangi segno coll’attraversare il punto s, [o il 
tratto (s, ,s$:)], supporremo che la f(s) non sia mai negativa. 

La funzione O (s) è reale, finita, ed escluso un gruppo di punti di prima 
specie con degli intervalli di cui la somma è arbitrariamente piccola, risulta 
in tutti gli intervalli rimanenti continua e con estremi oscillatori © infe- 
riori ad un numero finito. 

Fra i punti 6; ,0,,---,0x esclusi in principio si intendano compresi 
quelli di singolarità delle funzioni f (s), ọ (s) e O (s). 

Premettiamo la dimostrazione dei seguenti teoremi “>: 

1° Se la funzione F (0) definita fra o e 2 x è finita e continua nell’in- 
tervallo (0, — e, 0: + e) (e < x/2) e di più nello stesso intervallo ha gli estremi 
oscillatorii sempre inferiori in valore assoluto ad un numero finito positivo 
M, mentre fra o e 8, — e, e 0, +e e 2x è atta alla integrazione, anche 
ridotta ai suoi valori assoluti, il modulo della funzione di variabile complessa 


w = u + iv 


definita nei punti z del cerchio di raggio R dalla formula: 


w (2) == F seri dÉ 


Reid — 


si mantiene sempre inferiore ad un numero finito in un intorno del punto (R.D. 

Infatti sappiamo che la x coll’avvicinarsi di z a Bei, tende con con- 
tinuità verso F (0,); esiste dunque un intorno del punto (R,0,) in cui la 
% si mantiene in valore assoluto inferiore ad un certo numero finito; abbiamo 
poi ponendo z = rela, F (x) essendo finito: 


vead = FO Ri seni) de 


r? —2 Rr cos (a — 0) 


I ta o Ry sen (a — 9) 
T z| [F (9) GE Kä R? + 71? — 2 Rr cos (a — 0) de. 


(11) Vedi DINI, Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali, :p. 190 e sg. 
(12) Alcuni di questi lemmi sono analoghi a teoremi dimostrati dal prof. DINI nella 
sua Memoria: Sull’equazione A? u = o. «Annali di Matematica », ser. II, t. 8. 
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Ora finchè la « è compresa nell’intervallo (o, —-—,0, que) si ha in valore 


assoluto: 
0—e 2% 


HE [oe e 20] <N 


2 Rr cos (a — 
ot 


N essendo un numero positivo finito. 
Abbiamo inoltre in valore assoluto per æ sempre Pagni iia fra gli 
stessi limiti 
ej en ën de 
F SORO — 
¡BOI 


è, — e 


Sy) A SL 


s Ry sen (x — 0) 
0—« sen (0 — a) ner: (0 79) R? dd 


+ 7° — 2 Rr cos (ua — 0) 


2 1 
ër: ý Rz sen (x —0) 40 T 
<M 7) sen (a — 0) R? +72? — 2 Rr cos (a — 0) <Mzs 


o 
in cui M è un numero finito. Quindi in valore assoluto: 
N I 
v<> +M. 
T pata 


Ne segue, che il modulo di w (z) in un intorno del punto Rat: si mantiene 
inferiore ad un numero finito, come volevasi dimostrare. 

20 Se la funzione F (0), definita fra o e 2 x, nell'intervallo (0, —e, 0,) 
(gli estremi esclusi) è finita e continua ed ha gli estremi oscillatorî inferiori 
ad un numero finito e nell'intervallo (0, , 0, + £) gode delle stesse proprietà, 
mentre nel punto 0, ha una discontinuità di prima specie avendosi 


F (0, + 0) —F(0,—0) = ż; 


di più negli intervalli (0,0,—e) e (0, +e, 27r) è atta alla integrazione, 
anche ridotta ai suoi valori assoluti, la funzione della variabile complessa z 


“w = u + iv 
definita dalla relazione i 


w= ct O) RE 40 


o 


er tutti i valori di z nell'interno del circolo di raggio R, nel punto Reif = 2, 
p 9g p 


AUN i i e ki Ki 
diviene infinita come la funzione = log (z — 20); cioè: 


—L log (e — 20) + w (2) = w, (2) 


si mantiene finita in un intorno del punto (R , 0,). 

Esiste infatti un intorno del punto 0,, tale che per H compresa in questo 
intorno la parte reale di w, (Re?) è sempre finita continua ed ha gli estremi 
oscillatorî sempre inferiori in valore assoluto ad un numero positivo finito. 
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39 Se la funzione F (0) definita fra o e 2 x è finita e continua nell’in- 
tervallo (0, — e; 0, + e) ed ammette in tutti i punti di questo intervallo 
una derivata F’ (0) determinata, inferiore in valore assoluto ad un numero 
finito e atta alla integrazione, e negli intervalli (0,09, — e) e (0, + £, 2 x) la 
F (0) è atta alla integrazione, anche ridotta ai valori assoluti, la funzione 
di variabile complessa: 


wl)=uti=/F F (0) E dü 


definita per tutti i valori di z nell’interno del circolo di raggio R, col- 
l'avvicinarsi di z lungo la normale al contorno al punto Re’: tende con con- 
tinuità verso un valore determinato e finito. Se prendiamo per valori della 
w (2) al contorno del circolo i limiti (quando esistono) verso cui tende'la fun- 
zione w (2) coll’avvicinarsi ai punti del contorno lungo la normale, avremo 
che nei punti Re** (pei quali 0, +e > a > 0, — e) la w (2) avrà valori deter- 
minati e finiti e sarà continua e monodroma. 

Infatti sappiamo che la x coll’avvicinarsi della z Sal punto Re’: lungo 
la normale tende con continuità verso F (0,); dimostreremo che anche la v 
tende verso un limité determinato e finito. 

Se s = ræt si hà: 


Be 22 
-+f Seid Forint) 
La funzione de 1 
(j dl Vano) 


è finita e continua per tutti i valori dir da o ad R (R incluso). Abbiamo poi: 


dite 
f Rz sen (0 — 0,) 
pi F (0) R? +7? — 2 Rv cos (0 — 0,) dé 
= [F (0, + e) —F (0, —e)] log (R? + 7 — 2 Rr cos e) 
Anta 
— | F'(0) log [R* + #°— 2 Rr cos (9 — 0,)] 20. 
due 
Ma 
0 +e 
+) E (0) log [R° + r?— 2 Rr cos (0 —0,)] 20 
ð —e 
6, +e ` i R D te 
I SE: y — 2 I e 
ek? |F (0) R? +72 — 2 Rr cos (0 — 0) d'H 2 +)" (0) 20 
0—e ire 
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quantità che si mantiene, per tutti i valori di 7 compresi fra un certo valore 
r > oe R, sempre inferiore ad un numero finito. Ne segue che 


Î PO) 


0; —e 


Ry sen (0 —0,) 


R? + 7? — 2 Rr cos (0 — Di d 


coll'avvicinarsi di 7 a R tende verso un limite determinato e finito e quindi 
anche v ha un limite pure determinato e finito per 7 = R. Si vede analoga- 
mente che esiste sempre un limite determinato e finito per v (7 , æ) quando 7 
tende verso R e 0, +e>a> b, — e. 

Se il limite superiore dei valori di F'(9) nell’intervallo (0, — e, 0, + e) 
è M si ha in valore assoluto: 


0, +e 
lim ] F'(0) log [R? + 7° — 2 Rr cos (0 — a)] 40 
CH 08 
0, +e 
—[F (0) log [R? + 7° — 2 Rr cos fal <2 ie + n) R — 7). 


dre 


Ciò prova che la funzione v è continua nei punti (R , «) e quindi anche w è 
continua negli stessi punti. 

4° Se oltre tutte le condizioni imposte nel teorema precedente alla 
F (0), si pone che nell’intervallo (0, — e , 0, + e) essa possieda la derivata 
seconda determinata inferiore ad un numero finito ed atta alla integrazione, 
avremo che la v(R,a) per 0, + e > a > 0, — e ammetterà una derivata 
determinata, finita e continua rispetto ad a. 

Abbiamo infatti in valore assoluto, se e < 1/2, 


D, Lei 0, Lef 


[og [EZRA o < f log [sent 2 ds, 
6, —2' j gei 
il che prova, che 
0,+e” 
[log [R? + 7? — 2 Rr cos (0 — a)] 20 
0,—e' 


può rendersi, qualunque sia 7, inferiore ad un numero piccolo ad arbitrio 
impiccolendo sufficientemente e'. Si ha dunque che: 


Dr Le 
lim fe (0) log IR: + »? — 2 Rr cos (0 — aldi 
dla bj | 
0 +e 
= [Flog |sen” (Ie 252) | 20 + [F (0, + e) —F (0, — a] log 4 R?; 
0,—e 
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e per conseguenza: 


v(R, a) = JI It | [F (0) cot(*)d0] —, — — o) log ( sen? = e? 2) d0 
è —e 


+ [F O, + e) — F (0, —0)]log(sen* £) 0». 


Ora. Log 
y (a) = Ir log (sen E —2)d0 
d,—e 
Dro, + ofice (se ON e O fioe (set 2 =2) 404 do; 
(ag 0 , 0—a | 
ell A 
frog sen 2) de = gp ii mir la i 
quindi: 
0, Togsent(3\_-l [PO De SEL 
y (a) =F( di parco (5) A dii O forio (3) y 


il che dimostra che esiste la derivata di y (a) rispetto ad a ed è data dalla 
funzione continua: 


EA EA DNA En DEn + F'(0, — e) log sen? (Pene) 


0 +2 


ch f F” (0) log (sen* 2= 


0: —E 


SO) 


Ne segue che v (R, ai possiede una derivata determinata finita e continua 
rispetto ad a per 0, + e> a> 0, — e. 

Evidentemente questi teoremi si estendono ad un gran numero di campi 
pei quali si ha la rappresentazione conforme nel cerchio. 


XI. 


Ciò premesso nel caso in cui si tratti di uno di tali campi, passiamo alla 
risoluzione del problema enunciato. Consideriamo la funzione: 


F (5) 
p(s) ” 


quando si prenda per l’arco tang fC) il valore compreso fra — Ze -- Z ¡e 


® (s) 


Y (s) = — arco tang 


(13) Questa formula prova, indipendentemente dalla dimostrazione già fatta, la 
seconda parte del teorema precedente. 
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si assuma arco tang È = + in modo che la y (s) risulti per tutti i valori 


di s finita e continua, esclusi al più un numero finito di punti corrispondenti 
ai punti singolari di f (s) e q (s) in cui ha discontinuità di prima specie e fa 
salti inferiori in valore assoluto a x. Indicheremo tali punti con Ze Sn 
e i salti che in essi hanno luogo con a,,4,,:+-, An. 

La d (s) viene a possedere le derivate prime e seconde determinate e 
inferiori ad un numero finito in tutti i punti, esclusi quelli di singolarità. 

Sarà dunque possibile determinare la w, (2) finita, monodroma e con- 
tinua in tutti i punti interni al campo in questione e in tutti i punti del con- 
torno, esclusi i punti s,,s,,-**,Sx, e tale che al contorno la parte reale 
prenda con continuità i valori Y (s) nei punti in cui questa funzione è continua. 
Avremo inoltre che nei punti del contorno, esclusi s,,s,,--+,Sx, la parte 
immaginaria, considerata come funzione dell’arco del contorno, possederà 
la derivata prima determinata, finita e continua. Nei punti S.E Sa 
corrispondenti ai valori 2, , 2, ,:--,2, di z la w, (2) diventerà infinita loga- 
ritmicamente rispettivamente come 


bi 


H 242 An 
— log (2 — 2.) . 


Ax 
= log (2 — 2,), SR 


+ log (2 — 22) ,--- + 


Consideriamo la funzione 
Wa (2) = Ut gëss 0210; 


essa sarà finita, diversa da zero, continua e monodroma in tutti i punti 
interni al campo in questione, e sarà pure finita, continua, monodroma e 
diversa da zero in tutti i punti del contorno, esclusi i punti s,, 523: Sn. 
Inoltre la x, e la v,, nei punti del contorno (esclusi s,,s,,--+, sx), conside- 
rate come funzioni dell’arco del contorno, possederanno la derivata prima 
finita e continua. In un intorno di uno qualunque dei punti singoli ze avremo 


a 


+2 
che (e — 83) /Ë 
valore assoluto e discosto da zero più di una certa quantità. 
Indichiamo con zs i valori della z nei punti s del contorno, e con x, (5) 
e v,(s) i valori di x, e v, negli stessi punti; avremo, per tutti i valori di 
SAVER da E fissi) 


w, (z) si manterrà sempre inferiore ad un numero finito in 


mod wz (Zs 
re Q (s) 
FS? (5) + q? (5) 
mod wsz (Zs) Fl 
PP Ss) = — Va (s) 
VS? (8) F) 
in cui i radicali debbono intendersi presi collo stesso segno di ọ (s). 
Ora poichè w, (2) è finita e continua in tutti i punti del contorno (esclusi 
i punti s,,8,,*-*, Sx) sarà mod w, (Zs) una funzione finita e continua dell'arco 


del contorno esclusi i punti s,,S,,-**,S» nei quali, se diviene infinita, è di 


. . D a a ‘a . 
ordine non superiore in valore assoluto ad —,-—,--., 7 che hanno tutti 


= u, (3) 


un valore inferiore all unità. 
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.-Potrà dunque costruirsi una funzione w, LG) la quale sia monodroma, 
finita e continua in tutti i punti interni al campo e coll’avvicinarsi della z 
ad un punto qualunque s del contorno [esclusi i punti ze, sx e quelli 
di discontinuità della O (s)] lungo la normale al contorno, la parte reale tenda 
con continuità verso 


mod wz (Zs) VER A 
Pura WA 
Nei punti $, ,5,,***, Sn, la parte reale della w, (z), se diviene infinita, sarà 


di ordine inferiore all’unità diminuita di un numero positivo. Inoltre poichè 
mod w, (zs) considerata come funzione di s possiede la derivata prima finita 
e continua in tutti i punti, esclusi s,,5,,:--, sx, € O (s), escluso un gruppo 
di punti di prima specie, possiede estremi oscillatori inferiori ad un numero 
finito, la parte immaginaria di w, (2) si manterrà inferiore ad un certo numero 


A; coll’avvicinarsi a ciascuno dei punti s del contorno, esclusi ze Sn 
e i punti di singolarità della O (s). Tutte le funzioni della forma 
w, (2) + Cz, 


in cui C è una costante arbitraria reale, godono della stessa proprietà. 
Consideriamo la funzione 
w Lei + Ci. 


u + iv = w (2) = e È 


essa sarà monodroma, finita e continua in tuttii punti interni al campo, 
e il suo modulo si manterrà inferiore ad un numero finito Aj variabile con 
s$, avvicinandosi al punto s del contorno [esclusi i punti s,;s,,- - +, sx e quelli 
di singolarità della O (s)]. Ora abbiamo: 


R [w, (2)] = uu,— voz; 


quindi avvicinandosi ad un punto qualunque s del contorno [esclusi i punti 


S1,S2,***, Sx € quelli di discontinuità della O (s)] lungo la normale, avremo 
che | 


UU, — UV, 
tenderà con continuità verso y (s). Ma u, e v, tendono con continuità verso 
a, (S) e v, (s), quindi: 
ulu— a ()]— v [o, — v: (0) 


tenderà verso zero avvicinandosi al punto s del contorno lungo la normale. 
Ne segue che 


uu, (S) — vv, (s) 
tende con continuità verso y (s), ossia 
p(5)u+f(s)v 


tende con continuità verso O (s). 


Le è . . D D D D D 
Ciò prova l’esistenza di un numero infinito di funzioni che verificano le 
condizioni imposte e dà il modo di trovare un numero infinito di esse. È poi 
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evidente che quando esistono delle funzioni w (z2) che nei punti 51,523: + +35») 
divengono infinite di ordine inferiore a (x — a»)/m diminuito di un numero 
positivo e negli altri punti singolari divengono infinite di ordine inferiore ad I 
diminuito di un numero positivo, esse appartengono a quelle delle fun- 
zioni w (z) che sono date dalla espressione trovata 


Kä (2) + Ce + Ci 
Wa va (2) d 


E facile quindi vedere quali altre condizioni vanno imposte alla w affinchè 
resulti completamente definita. 

In ultimo è da osservare che se la ® (s) oltre essere continua possiede 
la derivata prima atta alla integrazione ed inferiore ad un numero finito in 
tutti gli intervalli che si ottengono escludendo, con intervalli di cui la somma 
è arbitrariamente piccola, un gruppo di punti di prima specie, la w (2) 


data da 
W3 (2) Da Ci 


Wa (2) 


in tutti i punti del contorno, esclusi S$; ,S2,***, sx e i punti di singolarità 
della O (s), resulta finita e continua; e in questi punti, considerando la x 
e la v come funzioni di $s, viene verificata la relazione ©): 


up (s) + of (5) =0 (9). 
XII. 
Facciamo l’applicazione al caso del cerchio di raggio 1. 


Chiamiamo @ l’arco s del contorno, e poniamo 2 = rel“, 
Avremo: 


w (2) = sha 


wa (2) = e E ’ 
EE ) 
Leali rsen(o — a 
éi sos 1+7? — 27 cos (0 — a) 
mod wi (2) = e * , 


$ 7 sen (0 — a) 
[fvw AA de 


ZA De EE M 
zO Ae) FACETIO) 


(*) A questa stessa elegante analisi è pervenuto più tardi anche D. HILBERT (cfr. Gött. 
Nach., 1905, p. 307) e spesso essa viene senz’altro attribuita a lui. Si potrà facilmente com- 
pletare con lo studio delle singolarità di w al contorno. [N.d.R.]. 
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e per conseguenza: 


r sen (0 — DI 
Là ¿Oy 3 dor Zi alpe Wee A eel, y=1 Sr i 
Ai I. 2% dm. a WÉI A catari Ain CO) 2 e á 
A ara HE ees Ge 


o 


in cui C è una costante arbitraria reale. 

La soluzione del problema già risoluto per altra via nel $ IV, si ottiene 
subito da questa formula prendendo la funzione q (w) eguale a 1 fra o e 0 
ed eguale a o fra 0 e 2 x; la funzione f (a) eguale a o fra o e 0, eguale ad 1 
fra 0 e 27. Si ottiene in questo caso che Y (w) è eguale a o fra o e 0 ed è 
eguale a — x/2 fra 0 e 2 x, quindi: 


w, (2) = — i log ES ++ (z — ð), 


Z 


w,(2) =? | rbd, Kei K 


Se e a E 
O a AECA 
9 nie” e 
Prendendo 
J (E) 2% sen(î_°) 
C= foc) =p PARAR —Z_ cot (80) de, 
sen (=> SW. sen -> 


si trova: 


tu (= — HN —- 2) (ef — 2) jo FIA 
eS) di 
y B 
-fe vi Gë — TER. IIa 


Servendosi della formula (4) si potrebbe risolvere il noto problema, già 


risoluto con altri metodi, di déterminare la rappresentazione conforme di 
un poligono in un circolo (4), 


(14) Vedi CHRISTOFFEL, op. cit; H. A. SCHWARZ, Ueber einige Abbildungsaufgaben. 
« Journal f. reine u. angew. Math. » vol. 70, 1869, pp. 105-120; DINI, Sulla rappresenta- 
zisne geografica di una superficie su di un’altra. « Annali di Matematica », ser. II, t. 8. 
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XIII. 


Il primo dei metodi esposti ($$ III e IX) per la risoluzione dei varî 
problemi trattati, non può evidentemente estendersi al caso in cui si vogliano 
considerare dei campi molteplicemente connessi, essendo fondato sulla rap- 
presentazione conforme dei campi stessi entro un quarto di piano o un poli- 
gono semplicemente connesso. E molto facile vedere che il secondo metodo 
esposto ($ XI) può invece estendersi a un gran numero di casi in cui si hanno 
dei campi molteplicemente connessi. Però darò ora un altro metodo 
mediante il quale possono risolversi alcuni problemi analoghi a quelli già 
risoluti sulle funzioni di variabile complessa e sull'integrazione dell'equa- 
zione A? u = 0, e che può applicarsi facilmente al caso di campi moltepli- 
cemente connessi. 

La U e la q siano funzioni di due variabili x e y finite, continue e 
aventi le derivate prime e seconde pure finite e continue in tutti i punti 
interni ad un campo C a due dimensioni e in tutti i punti del contorno; 
la U e la @ verifichino inoltre l’equazioni 


APDO er Ate = o. 


Se r è la distanza fra il punto (x, , y,) interno a C e il punto (x, y), p è la 
normale diretta verso l’interno del campo, si ha: 


U (æy) gell ege +9) —U (EE + la 


D 


in cui l’integrale è esteso a tutto il contorno s del campo. Da questa 
formula si deduce, se Am = 0O, 


U (xv) == Xx Sch + Ba U)(logr+9) 


—U [Bu (log r+ 9) + Ax KEE ES 


ta 2.ffptorto (tao 


quando si supponga diviso in una maniera qualunque il contorno totale s 
negli intervalli 4,5, eur EEN + dn Sa 

Se dunque si può determinare la ọ in modo che nella porzione sm del 
contorno si abbia: 


(log rr, de i 
n (lgr+ 9) + Anf Ha) E 
e nella porzione s, 
logr + ọ =o, 
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si avrà: 


| U (2:19) =33 2, sl (Dass + Bn U)(log r + 9) ds 


(5) | LE fo pler y w i 


e quindi basterà conoscere al contorno il valore di 


An 37 + Bm U 


negli intervalli ze e il valore di U negli intervalli s, per poter determinare 
la funzione U in un punto qualunque (x; , y,) interno al campo C. La fun- 
zione @ viene così a calcolarsi analogamente a quella di GREEN e a quella 
del chiarissimo prof. DINI 45, 

È facile estendere una proprietà reciproca della funzione di GREEN Däi 
alle funzioni che abbiamo ora considerato. Indichi infatti 7” la distanza di 
un punto (x, , y,) interno a C dal punto (x, y); y” sia una funzione che rispetto 
al punto (x,,y.) goda delie stesse proprietà della ọ rispetto ad (x, , Vi). 
Avremo: 

a I 
P (Er V) = zr Y a) A m- + Bm@')(logr + 9) ds 


“m 


KC nigi pr Jas, 


ob 
2 
n 


Oe E lä $ ce Jl dor +) 


Sm 


olas a E 
È, fs (+3) 
Ora osservando che si ba 


Zero ez Bled N a 


Ss 
n 


Za ln 7 + Buoje ds + Y, fog =0, 


nei tratti Sm si ha: 
9 log r 
op 


A RRKT CASSE > ME OT, 
37 + Bro Am 3 B D 


Am Bng Ae Bn log 7, . 


(15) Vedi DINI, Su una funzione analoga a quella di Green. Nota letta alla Reale Acca- 
demia dei Lincei il 6 febbraio 1876. 
(16) Vedi NEUMANN, Memoria citata. 
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e nei tratti s, si ha 


g= — log r , oss — log”, 
si ottiene 
` I EN z7 31 y 
P (ry) 9 I) = — ar log — Tp log lé 


Ma è facile dimostrare che 
9 log 7” E" ` SE 
K vp ogr — E” logr’)ds =0, 


quindi 
ei LC Va) = D (Le e Va) (17), 


XIV. 
Se U+#V è una funzione della variabile complessa x+?y monodroma 


finita e continua in tutti i punti del campo C (il contorno incluso), si ha, 
ricordando che: 


e integrando per parti: 


Ja dog + aide = [V (2 + Has, 


quindi: 


Dt cl De ja 


27 


=D farvi (EA È) 


via e EE (ds 


Se è possibile determinare la o in modo che negli intervalli Sa verifichi le 
relazioni 


E Dia Di 


(17) La funzione del prof. DINI gode al pari di quella di GREEN e delle funzioni ora 
considerate di una proprietà reciproca. Essa può dedursi immediatamente da un teorema 
dimostrato nella mia Nota, Sopra una legge di reciprocità nella distribuzione del calore e 
delle correnti galvaniche costanti. « Nuovo Cimento », ser. III, t. 11. [In questo volume, V, 


p. 96]. 
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e negli intervalli s, verifichi l’altra 


9 logr de 
ER + dt =0, 
si trova: 
, 31 a 
Ur) = 7 Èn az | An V + Ba U) (Pat H a) ds 
(6) im 


Ció prova che basterá conoscere nei tratti sm del contorno il valore di 
AmWV + BmU 


e nei tratti s, ii valore di U per poter determinare in tutti i punti interni 
al campo C il valore di U. 

Quando si sia determinata la U mediante la (5) o la (6) si avrà subito 
la V per mezzo delle note relazioni 


op ` av e a 
dr, n Sie Ae 


XV. 


Applichiamo le formule trovate nel $ XIII al caso in cui il campo C 
sia lo spazio compreso fra due cerchi concentrici di raggi R e R, (R > Ri) 
e si voglia determinare la U conoscendone i valori sul cerchio di raggio R, 
e conoscendo i valori di 3U/9p sul cerchio di raggio R. Basterà perciò determi- 
nare una funzione @ monodroma, finita e continua insieme alle derivate 
prime e seconde nel campo C che verifichi l'equazione A°@=o, che sul 
cerchio di raggio R, sia eguale a — log», e sul cerchio di raggio R sia 
tale che p/p = — 3 log r,[9p, 7, essendo la distanza da un punto interno 
(Xx: , Yı) al punto sul contorno. 

Prendiamo l'origine nel centro comune ai due cerchi e poniamo: 


x = pg così y= psen 9, 
x, = prcos'0; y, = p: Sen, 


L'immagine del punto (x,,y;) nella trasformazione per raggi vettori reci- 
proci rispetto al cerchio di raggio R,, avrà per coordinate: 


2 2 


R R 
fe 71 così, , ya = —-sen),. 
I 


n I 
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Sia q, te, 0) la funzione del prof. DINI, (8) corrispondente al punto (x, , y,) 
rispetto ai due cerchi concentrici di raggi R e Ri/R, e q, (0,0) quella corri- 
spondente al punto (x, , el, Poniamo: 


y (e , 0) =logr.—logr.+ q. (p , 0) — Lë, 0), 


in cui 7, è la distanza dal punto (x, , y,) al punto (x, y) e 7, è la distanza dal 
punto (x,,y.) al punto (x, y). 
Avremo che: 
P: (010) — qa (9,8) 


sarà una funzione definita fra i due cerchi di raggi R e R/R, monodroma, 
finita e continua insieme alle derivate prime e seconde, e che verifica 
l'equazione A? = o; si avrà inoltre: 


S 5 he su A a ahia 


Consideriamo la funzione: 
Ri 
d6:9)+4(=,0)=0,9); 


essa sarà finita, monodroma e continua insieme alle derivate prime e seconde 
e verificherà l'equazione A" © = o, in tutti i punti, al più esclusi (x; , y,) e 
(Ge, Ya); inoltre sarà: 


a — 


dp 
e 
Ora: 
log r, (e, Di = > log (e + p°— 2 pp: cos (0 — B,)) 
RI 3 
log r. (p , 0) = + log (5+ + —2 Ze cos (0 —0,)) 
quindi: 


R? 2 2 
log Yi (e H 0) gue: log Ya (e D 0) + log Yi (+ ` d ere log ri J d = log 5 . 


Ciò prova che la O (p,0) si mantiene monodroma, finita e continua insieme 
alle derivate prime e seconde anche nei punti (x,,y,) e (x,, Ya); quindi: 


0(p,0=G 


in cui C è una costante. Ma 


Ais, Dan, = (E 10) 


(18) Vedi l’ultima Memoria citata del prof. DINI. 
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quindi: 
$ (P > Bian, =C. 
Si ha dunque che la funzione 


— log ra + q. (9,9) — p (p , 0) —C 


gode delle proprietà della funzione q (ọ , 0) cercata. 
È da avvertire che si può riconoscere facilmente che la funzione ọ è 
anche data da 


ole, 0) = log 7, + 9 (p, 0) + q (e, 0) 


in cui 7, è la distanza fra i punti (p, 0) e (py, 0,), immagine ottenuta colla 
trasformazione per raggi vettori reciproci rispetto alla circonferenza di raggio 
R del punto (p,,0,); 9: è la funzione di GREEN corrispondente al punto 
(px D) rispetto ai due cerchi di raggi R, e Ri/R; q, è la funzione di GREEN 
rispetto agli stessi cerchi corrispondente al punto (p,,0,). 


Ora si ha: i 
Ri an Les (Ri)? (UE enn pen 
EE ELI E 
SE erbei 
eg Enn AA Ga cos # (9—0,)+C, 
A EET 


in cui C, e C, sono costanti. Si vede subito che 


— log ft +C,—C,—1C=0, 


quindi: 


,0 ds 2 MEN Bar (pre) 57) 0—0, 
? (p, 0) S og |R: R 2 p: p cos (0 dÉ EEN cos 2 ( di 


Se ne deduce, poichè le serie che qui compariscono sono derivabili termine 
a termine, 


2x1 2 2 Si iR e 0— $ 
U Ces 8 = ag do Ree. 
SA R; + R?pgj— 2 px RRicos (0 — 01) 


ce) 
(R?"— Ri") (Ri"— et”) 9-0 | de 
CS K TRE, E cos 7 ( x) 


E es Baio R” 
Su - P Regie DE Jee — Oli 


Rit —2Ripr cos SSC 
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essendo Ur, i valori di U sulla circonferenza di raggio R, e 3U,/3p i valori 
di 9U/¿p sulla circonferenza di raggio R. 


Applicando noti sviluppi in serie di FOURIER si trova: 


EE? 


U (ez, 0,) =— i (log $) d E 40 


o 


AENA ea 


VEER 2 al (EEL) fu, cos n (0 0.) d0. 
Quindi ponendo e, ein = #, si ha: 


21 


U += W)= [Eto T Ur 04 fUn, 9 


EE? 


GE 2; IS 


o 


2m 


Ur d0 + — 15 ia io, e-i0 dÉ 


230 21 
1 li A INI R” R” RRY f oa 
LO J 2" 20452 E, mo neri n J pi, 
A 


+ Si ei? de| + Ci, 


o 


essendo C una costante arbitraria reale. 
Ciò prova che è necessario che sia verificata la relazione 


Ls de d 


o 


affinchè la funzione di variabile complessa costruita resulti monodroma, 
come facilmente poteva riconoscersi a priori. 

Dalle ultime due formule scritte si deduce subito, mediante una inte- 
grazione per parti, supponendo la W (2,) monodroma, 


i fa go CR y fai) Tous? uc 


det GH (En, cos 2 (0 — 0,) d9, 
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W (2) = z | Ur, Z0 + Å [Vra 


mr = > RI [ei fun e~r dÀ + i Re [Va g— nið dol 


A SS Go Ee [Re | Ur, endo + i fva e do|, 


\ 


essendo Ne i valori di V nei punti della circonferenza di raggio R. 
L’ultima formula si può anche porre sotto la forma 


W (2) = edera Sabar |R; Ju uti pr Di Z] 


4 SÈ "A st e ii + OR" [ves dz | 


in cui s e s, sono rispettivamente le due circonferenze di raggi R e R,. 
Quando A + B = osi deduce subito da questa formula, l’altra 


W (2) = Ri” J (AU + E 


I © Si 
ni (A + B) Kees ES anti 


+ R?” J (BU + Ad 


giel 


he 


dede der 2n ES, 
Te Ser? int TR” ~z [R Je + BiV) e: dz 


E R?” | (BU + AiV) zs dz | i 


la quale diviene la nota formula di LAURENT quando si prende 
A Ee Beet, 


Si avrebbero formule analoghe a quelle già trovate nel caso in cui si 
conoscessero i valori della U nei punti della circonferenza di raggio R e si 
conoscessero nei punti della circonferenza di raggio R, i valori di 2U/2p. 

È facile estendere il metodo adoperato per la determinazione della fun- 
zione Q, al caso in cui si ha un campo doppiamente connesso, di cui una sola 
delle linee chiuse costituenti il contorno è un cerchio. 
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XVI. 


Dalle formule ottenute si passa con facilità ad altre che risolvono i pro- 
blemi analoghi a quelli ora risoluti, nel caso di molti campi doppiamente 
connessi di cui è nota la rappresentazione conforme entro lo spazio com- 
preso fra due cerchi concentrici. Per esempio, poichè si può, mediante 
una trasformazione per raggi vettori reciproci, rappresentare conformemente 
lo spazio compreso fra due cerchi non concentrici e che non si tagliano né 
si toccano in quello compreso fra due cerchi concentrici, potranno con faci- 
lità generalizzarsi le formule trovate nel caso di un campo compreso fra due 
cerchi situati comunque, purchè non si taglino né si tocchino. 

Quindi in molti casi potranno dirsi risoluti i problemi analoghi ai pre- 
cedenti, se il campo dato è compreso fra due linee di livello ©9, perchè si 
conosce la rappresentazione conforme di questi campi, in molti casi, nello 
spazio compreso fra due cerchi concentrici. 

Quando si tratta, per esempio, del campo compreso fra due ellissi omo- 
focali per i quali la distanza focale è 2 è e, essendo « e B i parametri isometrici 
di un doppio sistema di ellissi ed iperbole omofocali, x, e x; sono i para- 
metri corrispondenti alle due ellissi contorno, si ha che la funzione 


Z1 +V2—3? 
MR E S 


in cui il radicale va preso positivo per z, positivo e maggiore di è, ci dà la 
rappresentazione conforme dello spazio compreso fra le due ellissi situato sul 
piano delle z,, nello spazio compreso fra due cerchi aventi il centro comune 
nell'origine del piano delle z, di raggi eo, e e% 69, 

Quindi se si conosce, di una funzione di variabile complessa W (z,) defi- 
nita come monodroma, finita e continua in tutti i punti del campo (il con- 
torno incluso) compreso fra le due ellissi x; e «,, il valore della parte reale 
U nei punti dell’ellisse o, e il valore della parte immaginaria V nei punti 
dell’ellisse a,, si potrà determinare completamente la funzione W (2) in tutti 
i punti interni al campo e si avrà: 


00 STE ` 
W (2) = > > lee Y [em cio Pose Mia Fe 
de ni 2 Dec + 2201) su Va — se (z: +12—8*) 


Ao 


7 dzı 
(e KE RE E EE 
pier 


(19) Vedi NEUMANN, Memoria citata. 
(20) Vedi DINI, Sopra le funzioni di una variabile complessa. « Annali di Matema- 


tica», ser PE E A: 
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ES ALAS Latit nea) e pero] (+e Yi 


¿na Red ES? _ 82 


+ dene | V (z, e Ve — ET dz: 
Va a 
z, essendo un punto interno al campo compreso fra le due ellissi omofocali 
"ML 


XVII. 


Nel caso in cui si tratti di un campo compreso fra due cerchi concen- 
trici, accenneremo all'applicazione di un metodo ‘* per mezzo del quale 
si possono risolvere direttamente alcuni problemi simili a quelli già risoluti, 
e determinare alcune delle funzioni analoghe a quelle di GREEN e del chiaris- 
simo prof. DINI. 

Supponiamo che la funzione 


w (2) = u + iv 
definita in tutti i punti interni al campo compreso fra i due cerchi di raggi 
R' e R aventi il centro all'origine, sia monodroma, finita e continua. Per 


un noto teorema di LAURENT, avremo, se Gen è un punto compreso fra i 
due cerchi: i 


00 CO 
u=a, + » p” (a, cos nu + bn sen nw) + Za (a cos 20 + Bn sen 20) 
I I 


(— xa sen nw + Ba cos 20), 


v= di 1 Ze (2, sen no — by cos OSCH en 


mu $ (9: 
de me n(n— 1)---(n—m + 1) p"_” (an cos no + db, sen nw) 


(mM=1,2,-++*,g,) 


| +Da+1)--(+m—1) a (an cos nw + Ba sen zo), 


=È na 1): - (n — m LU pn (a, sen no — bn cos nw) 
(m=1/2,-- 79% 


+ nt Uz: + m — Do (— an sen nw + Bn cos 20), 


in cui ën: Ön, 4», Ba sono costanti reali. 


(21) Vedi NEUMANN, Das Dirichlet'sche Princip..., e DINI, Sopra una funzione ana- 
loga a quella di Green. 
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Supponiamo che tutte le serie scritte si mantengano convergenti in 
egual grado in tutti i punti dello spazio compreso fra i due cerchi (il con- 
torno incluso), e supponiamo di conoscere su ciascuna delle due circonfe- 
renze i valori di una espressione lineare in x, v e nelle derivate successive di 


queste quantità rispetto alla normale, cioè si pra al contorno del circolo 
di raggio R, 


dn y 


2, 
M, u + Nov + Èn Mn es Zen CS we "Zem SÉ dE 


e al contorno del circolo di raggio R’, 


M, u + N; vop Ba MU SC eg, KÉ IO) 


in cui Mm , Nn, Mm, Nin sono costanti note, e f (w) e © (©) sono funzioni 
note. 
Dovremo avere per le ipotesi fatte: 


| Moa. + Ne bo = e ff (0) do 
è i i 23r 
| M; a. + N, b = ~= | ẹ (0) do 
ln an + An An — Mn bn + in Ba = > | f (0) cos no do 
Mn An Un Un + ln On + da Ba = -> fF (o) sen no do 


ln An + dn Da — Mn bn + Un Ba = fo (©) cos 20 do 


Mn Cn — Un An + La On + An Bn => fe (0) sen 20 dw 


in cui: 


2y 
Le =M.R"+)Y, Mn n(n — 1): - (n — m + 1) Re» 


2; 
Mo 
n Mi ot o E 
Ta 
IM n = N, R” + Y Nnr(n— 1)---(n—mMm + I) R»—» 
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La 
Un SEL ER 1): - (n + m — 1) E 


21 
LL =M, R” + DN M),2(2—1)--(an—m+ 1) RR» 
nm 


E 
Ma Ro + E Mnn (n+ I) (n + m— 1) pr 


la 
m =N, R" 4 S Nnn (n— 1): (1 -m+ 1)R"=" 


22 
DEE EE + EES 


Si ha dunque il modo, conoscendo la f (w) e la ọ (œ), di determinare le 4, , d,, 
An 3 Ga, bn, Bn e quindi di conoscere le espressioni in serie di x e v purchè 
queste serie resultino convergenti in egual grado anche nei punti del con- 
torno, il determinante 


Gatti, Ae L V Ma °° Un 
Mae Ze STE 
d E E er Ee "1° 
Mn >, — Un >» dé Sea 


MN 
Na 
pure diverso da zero. È 
Quando sono verificate queste condizioni si ha che la soluzione del 
problema è unica. 
Allorchè si avesse che il primo determinante scritto, per qualche valore 
di x, oppure il secondo determinante, si annullasse, allora evidentemente 
si avrebbe che il problema dato ammetterebbe un numero infinito di solu- 
zioni oppure non ne ammetterebbe alcuna. 


XVIII. 
Se la u è una funzione monodroma, finita e continua, avente le derivate 
prime e seconde determinate, finite e continue nell’interno ed al contorno 


di un campo compreso fra due cerchi concentrici di raggi R e R’, di più la x 
verifica l'equazione A? u = o, si ha: 


co CO 
u=a+ a' log p + Y p” (an cos no -+ bn sen no) + Y, (an cos 20 + Br sen 20) 
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mu 


Zem = II (n — 1) ée 


a 


(MEDIA AL Sais 1): --(2—M + 1) p"_” (a, cosnw + bn sen nw) 


+Da(n+ 1)- - «(1 +m— 1) a (An COS nw + Bn sen 20), 


pero essendo un punto compreso fra i due cerchi. 
Supponendo che queste serie siano convergenti in egual grado in tutto 
lo spazio compreso fra i due cerchi (il contorno incluso) e posto al contorno 


del circolo di raggio R 
M, “+ SM TE = flo) 


e al contorno del circolo di raggio R': 


om y 


M, u+ SM, asa Ip 


si trovano le equazioni: 


M, a+ (M, log R+® I Gn — 1) M) i | fa 


\ 
- 21 


Jm —1 


q 
| M, a + (MitogR+ A Ap (m — ER Mat fo (©) do 
ln An + da an = |f (@) cos nodo 


Indi kde de ife (©) cos 20 do 
¿ o 


2x1 


ln On + Ae Ba = ifs (©) sen 20 do 


| Zabn + x Ba = fo (0) sen no du 


in cui 


q 
l, =M, R” + Y n(n — 1). - fam + 1) Bam Mm 


«(+ m— 1) E Ma 
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Q 
L=M, R” 4 Y 2(2—1)>--(2—m + DRM, 


SE "De T 
K= Ro t Eat m n) opr Ma. 
Per conseguenza quando i determinati 


7 m— 1 
Mo", AMBER ¿DM — 1) EPI, 


È I 
Ms o» MlogR+ X I vuM, 


La , An 


sono sempre differenti da zero si può determinare in un modo solo la x, 
purchè la serie che risulta sia convergente in egual grado nel campo 
compreso fra i due cerchi (il contorno incluso). Affinchè la x risulti la parte 
reale di una funzione monodroma bisogna evidentemente che si abbia: 


21 


¡Ue ie 


o 


XIX. 


I metodi indicati nei due paragrafi precedenti rendono necessario di 
verificare la convergenza in egual grado di serie i cui termini sono funzioni 
di due variabili e che verificano l’equazione A? = o. In molti casi perciò 
potrà riescire utile applicare il seguente teorema: 

Se Lei, Leien En (S), -+e sono funzioni dell’arco s del contorno 
di un campo C (connesso o no), se la serie 


AO 


è convergente in egual grado per tutti i valori di s, e se è possibile deter- 
minare le funzioni %,;,%,,---, %n;-.. definite in tutto il campo C finite, 
continue (il contorno incluso), che assumono al contorno rispettivamente 
i valori f, Lei, Lei, a Dën, e che soddisfano l'equazione A? = o, 
saranno verificate le seguenti proprietà: 


TO la serie 
“00 


is == V 


I 


sarà convergente in egual grado èntro tutto il campo C; 
20 si potranno eseguire le derivazioni successive per serie della fun- 
zione V in tutti ‘i punti interni a C ed in direzioni qualunque; 
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3° la funzione V verificherà l'equazione A° V = o in tutti i punti 
interni al campo C. 
Infatti dovranno esistere due valori s, e s, di s per cui si ha 


DS (5) <È, tn (4,9) < Èn Se (5%) 


qualunque sia il punto (x , y) interno a C. Ma si può prendere fp così grande 
che si abbia qualunque sia s e qualunque sia 7 > p, in valore assoluto 


KE 


in cui o è un numero piccolo ad arbitrio. Avremo quindi in valore assoluto: 


2, (x,y)<0, 
P 


per tutti i punti (x , y) interni a C. Ciò prova che la serie 
o0 
A Un = V 
I 


è convergente in egual grado in tutto il campo C. 

Preso a considerare un cerchio qualunque c di raggio R, situato tutto 
internamente a C, e chiamando un,e e V, i valori di 4, e V al contorno di 
esso avremo in un punto qualunque interno ad esso di coordinate polari 
r e x riferite al centro del cerchio preso come origine: 


23 
I ao 
m (rra) = de In O A 


o 


x 


quindi per quanto è stato ora dimostrato: 


o OD AS R 
I 2-72 
V (7, a) = Lo Un (T , a) = CES È, J n.e R?+72— 2 Rr cos (0— x) di 


A R?—r? 
WK J Ve R?2+ 72 — 2 Rr cos (0— a) dd. 
o 
n | Hi H . . 
Ne segue, indicando con lata) la derivata di una funzione 
dar , 942 da `, An Let? 


nel punto (e, ai di C presa rispetto alle direzioni a,,a,,---, 4%, 


27 


( dn V SLEALE fv In ( Riccy 40 
sa 27!  daxdaz,- + * ¿049 A R°+7*— 2 Rr cos (0 — a) 
o 
211 z 
LF fu EL ( R2— 72 )40= $ DA Y y ) í 
An 2m | "Tri da: 042, * --,dan\R°+7?— 2 Rr cos (9—a) dn dq: dës > 00 )r,a 


$$ 
o 


Ciò evidentemente dimostra la seconda e la terza parte del teorema enunciato. 
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XX. 


Può applicarsi il metodo del $ XVIII per determinare la funzione q 
analoga a quella di GREEN, volendo adoperare la formula (5) (vedi $ XIII) 
nel caso in cui il campo nel quale è definita la U sia quello compreso fra 
i due cerchi concentrici di raggi R e R'(R> R’) e sia s, il contorno del 
circolo di raggio R, s, il contorno del circolo di raggio R’. 

Ponendo l’origine delle coordinate nel centro comune dei due cerchi, 
prendendo le coordinate polari p e 0, e ricordando che si ha, se 7 rappresenta 
la distanza fra i punti (e, 9) e (p,,0,): 


œ n 
log 7 = log p — Y 2, cos » (0 —0,) 


DÉI p > px, € 


CC < 
log 7= log p,— Y ei cos 2 (9 —0,) 
per p <p,, si trova che la ọ viene data dalla serie, 


RS 
p” 


00 00 
a+a' logo + Y an 2 cos (0— 0,) + Y a, cos 2 (9 — 0); 


i cui coefficienti vengono determinati dalle relazioni 


AY y Ax 
p-)2'=BlogR— R 


\ B, a + (B, log R — 


Î B,a + (B. log R'+ y )7=B, log e, 


B: Ai B: Je pun p7 Bı Ar 
E elei +) nima) 
B2 A2\ R” B2 A, R'” (B. 
(7+R) + (E nera + 
in cui le B e le A hanno lo stesso significato che venne loro attribuito nel 
$ XIII, quando i determinanti 


Az 
Ri 


B:(B.logR+ RF) B: (B. log R— $) 


Bi A; Ba Az Bi Ar B. Az po» 
( n (E 2) (+ E) ERTES 
si mantengono sempre diversi da zero. 


Infatti in questo caso si vede che la serie che dà il valore di q risulta 
convergente in egual grado anche per e eguale a R e a R’. 


Pisa, 15 gennaio 1882. 


WWw.lein.org.pl 


